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1 Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèß. Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíî-ãåî-
ìåòðè÷åñêîé òåîðèè òðè-òêàíåé áûëè çàëîæåíû ó÷àñòíèêàìè ãàìáóðã-
ñêîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà, ðóêîâîäèìîãî Âèëüãåëüìîì Áëßøêå
(1926-1928 ãîäû). Áëßøêå, åãî ó÷åíèêè è êîëëåãè, ñðåäè êîòîðûõ íàè-
áîëåå èçâåñòíû èìåíà Áîëà, Ðåéäåìåéñòåðà è Òîìñåíà, îïðåäåëèëè ðàç-
ëè÷íûå òèïû êîíôèãóðàöèé íà êðèâîëèíåéíîé òêàíè è ïîêàçàëè, ÷òî
êàæäîé êîíôèãóðàöèè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå àëãåáðàè÷åñêîå òîæäå-
ñòâî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé áûëè îïóáëèêîâàíû â
ìîíîãðàôèè [11], â êíèãå [10], à òàêæå â ìíîãî÷èñëåííûõ îáçîðàõ, ñì.,
íàïðèìåð, [9] è [5]. Óêàçàííûå ãåîìåòðè÷åñêèå è àëãåáðàè÷åñêèå êîí-
ñòðóêöèè áûëè ïîçæå îáîáùåíû Ñ.×åðíîì è Ì.À. Àêèâèñîì äëß ìíî-
ãîìåðíûõ òðè-òêàíåé W (r, r, r), îáðàçîâàííûõ òðåìß r-ìåðíûìè ñëîå-
íèßìè íà äèôôåðåíöèðóåìîì ìíîãîîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 2r, ñì. [25],
[2], [7].
Òåîðèß òêàíåé èìååò áîãàòûå ïðèëîæåíèß â ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòå-
ìàòèêè è â ôèçèêå, ñì. îá ýòîì â [10], [7] è â ðàáîòå àâòîðà [6]. Íàè-
áîëåå âàæíûå ïðèëîæåíèß ñâßçàíû ñ òåì îáñòîßòåëüñòâîì, ÷òî òðè-
òêàíü W (r, r, r) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã ëîêàëüíîé
ãëàäêîé êâàçèãðóïïû èëè ëóïû, âîîáùå ãîâîðß, íåàññîöèàòèâíîé. Ýòî
ïîçâîëèëî ïðèìåíèòü ìåòîäû è ðåçóëüòàòû òåîðèè òêàíåé â òåõ ðàçäå-
ëàõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè, ãäå àêòèâíî èñïîëüçóþòñß íåàññîöèàòèâíûå
ñòðóêòóðû [16], [18], [20], [21].
Ïðèëîæåíèß êëàññè÷åñêîé òåîðèè òêàíåé îãðàíè÷åíû òåì, ÷òî â
óðàâíåíèè òêàíè z = f(x, y) ïåðåìåííûå èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåð-
íîñòü. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íîé òåîðèè äëß ãëàäêèõ ôóíê-
öèé ñ ðàçíîé ðàçìåðíîñòüþ ïåðåìåííûõ çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèò îáëàñòü
ïðèëîæåíèß ðåçóëüòàòîâ.
Äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðèþ òðè-òêàíåéW (p, q, r), îá-
ðàçîâàííûõ òðåìß ñëîåíèßìè ðàçìåðíîñòåé p, q, r íà ìíîãîîáðàçèè
ðàçìåðíîñòè p+ q, íà÷àëè ðàçâèâàòü Ì.À. Àêèâèñ è Â.Â. Ãîëüäáåðã [6].
Îíè íàøëè ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òêàíè, îïðåäåëèëè òåíçîðû êðó÷å-
íèß è êðèâèçíû, âûßñíèëè ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îáðàùåíèß â íóëü
òåíçîðà êðó÷åíèß è íåêîòîðûõ åãî ïîäòåíçîðîâ. Â.Â. Ãîëüäáåðã â [13]
èññëåäîâàë íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå êëàññû òðè-òêàíåé W (p, q, r) è íà-
øåë ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðíûå óñëîâèß. Îäíàêî, âñëåäñòâèå ðàçíîé
ðàçìåðíîñòè ñëîåâ, îáðàçóþùèõ òêàíü, îêàçàëîñü íåâîçìîæíûì íåïî-
ñðåäñòâåííî îáîáùèòü äëß òðè-òêàíåé W (p, q, r) ìíîãèå âàæíûå ïîíß-
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òèß êëàññè÷åñêîé òåîðèè òðè-òêàíåéW (r, r, r) (êîîðäèíàòíàß ëóïà, êîí-
ôèãóðàöèß, àññîöèàòèâíîñòü, êîììóòàòèâíîñòü è ò.ä.), áëàãîäàðß êîòî-
ðûì îíà è ïîëó÷èëà ñòîëü øèðîêèå ïðèëîæåíèß.
Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêëà ïðîáëåìà îáîáùåíèß îñíîâíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîíßòèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè òêàíåé äëß
òêàíåé, îáðàçîâàííûõ ñëîåíèßìè ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé.
Öåëü ðàáîòû. Â íàñòîßùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñß ìíîãîìåðíàß
òðè-òêàíü W (p, q, r), îïðåäåëßåìàß óðàâíåíèåì
z = f(x, y),
ãäå f : X × Y → Z  ãëàäêàß ôóíêöèß, x ∈ X ⊂ Rq, y ∈ Y ⊂ Rp,
z ∈ Z ⊂ Rp+q−r; p, q, r ∈ N, r < p + q, p ≤ q ≤ r, è â êàæäîé òî÷êå
îáëàñòè îïðåäåëåíèß ðàíãè ìàòðèö ßêîáè (∂f/∂x) è (∂f/∂y) ìàêñè-
ìàëüíû. Òðè-òêàíü W (p, q, r) îáðàçîâàíà íà ìíîãîîáðàçèè M = X × Y
(ðàçìåðíîñòè p+ q) òðåìß ñëîåíèßìè îáùåãî ïîëîæåíèß
λ1 : x = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(x, y) = const
ðàçìåðíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî p, q è r. Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäî-
âàíèè àëãåáðàè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ òðè-òêàíåé W (p, q, r).
Îñíîâíûå ïîíßòèß êëàññè÷åñêîé òåîðèè òðè-òêàíåé è çàäà-
÷è èññëåäîâàíèß. Ê êëàññè÷åñêîé òåîðèè òêàíåé îòíîñßò òðè-òêàíè
W (r, r, r), îáðàçîâàííûå ñëîåíèßìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè r íà 2r-
ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Èõ íà÷àëè èçó÷àòü Ã. Áîë [12] è Ñ. ×åðí [25].
Ïîñëåäíèé äàë èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ òêàíåé ñ
ïîìîùüþ ââåäåííûõ èì òåíçîðîâ êðó÷åíèß è êðèâèçíû. Äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè ñâßçàíî ñ âûõîäîì â ñâåò â 1955 ã. êíèãè Â. Áëßø-
êå [10] (ðóññêèé ïåðåâîä Ì.À. Àêèâèñà, 1959 ãîä) è ðàáîò Ì.À. Àêèâèñà
[1], [2]. Ñ ýòîãî ïåðèîäà öåíòð èññëåäîâàíèß òðè-òêàíåé ïåðåìåñòèëñß
â Ðîññèþ. Èçëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è áèáëèîãðàôèþ ñì. â
îáçîðàõ [9], [5] è â ìîíîãðàôèè [7].
Ïðèâåäåì îñíîâíûå ïîíßòèß è ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé òåîðèè, êî-
òîðûå îáîáùàþòñß â íàñòîßùåé ðàáîòå äëß òðè-òêàíåé W (p, q, r).
Óðàâíåíèå z = f(x, y) òêàíèW (r, r, r), ãäå |∂f/∂x| 6= 0 è |∂f/∂y| 6= 0,
ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâßçûâàåò ïàðàìåòðû ñëîåâ, ïðîõîäßùèõ ÷åðåç îäíó
òî÷êó îáëàñòè N ⊂ X × Y , à ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïðåäåëßåò òðåõáàçèñ-
íóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ z = x · y ≡ f(x, y), (·) : X × Y → Z. Óñëîâèß
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|∂f/∂x| 6= 0 è |∂f/∂y| 6= 0 îçíà÷àþò, ÷òî óðàâíåíèå z = x · y ëîêàëüíî
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî êàæäîãî èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ, à
ïîòîìó îïðåäåëßåò â îáëàñòè N ⊂ X × Y ëîêàëüíóþ äèôôåðåíöèðóå-
ìóþ êâàçèãðóïïó, íàçûâàåìóþ ëîêàëüíîé êîîðäèíàòíîé êâàçèãðóïïîé
òðè-òêàíè [2]. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè èçó÷àþòñß, â îñíîâíîì, ëîêàëüíûå
ñâîéñòâà òðè-òêàíåé, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ
x→ α(x) = x˜, y → β(y) = y˜, z → γ(z) = z˜.
Òðîéêà ëîêàëüíûõ áèåêöèé (α, β, γ) íàçûâàåòñß èçîòîïè÷åñêèì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì è çàäàåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå òðè-
òêàíåé. Ïðè èçîòîïè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèßõ ñëîè òêàíè
W (r, r, r) ïåðåõîäßò â ñëîè ýêâèâàëåíòîé åé òêàíè W˜ (r, r, r), à òî÷êè
ïåðåñå÷åíèß ñëîåâ òêàíè W (r, r, r)  â òî÷êè ïåðåñå÷åíèß ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñëîåâ òêàíè W˜ (r, r, r). Ïîýòîìó èçîòîïè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèß
ñîõðàíßþò èíöèäåíòíîñòü òî÷åê è ñëîåâ òêàíè, ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíß-
þò ñâîéñòâî êîíôèãóðàöèé, îáðàçîâàííûõ ñëîßìè òêàíè è èõ òî÷êàìè
ïåðåñå÷åíèß, áûòü çàìêíóòûìè.
Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
Íà ðèñ. 1-4 èçîáðàæåíû îñíîâíûå òèïû êîíôèãóðàöèé: R  êîíôè-
ãóðàöèß Ðåéäåìåéñòåðà, Bl  ëåâàß êîíôèãóðàöèß Áîëà, Br  ïðàâàß
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êîíôèãóðàöèß Áîëà, Bm  ñðåäíßß êîíôèãóðàöèß Áîëà. Íà ýòèõ è âñåõ
ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ ñëîè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî ñëîåíèé òêàíè
èçîáðàæàþòñß ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíûìè, ãîðèçîíòàëüíûìè è íà-
êëîííûìè ëèíèßìè. Îïèøåì ïîñòðîåíèå êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà
R, êîòîðàß íàì ïîíàäîáèòñß â äàëüíåéøåì.
Â îáëàñòèN ìíîãîîáðàçèßM, íåñóùåãî òðè-òêàíüW (r, r, r), çàôèê-
ñèðóåì äâà äîñòàòî÷íî áëèçêèõ âåðòèêàëüíûõ ñëîß x1, x2 è äâà òàêæå
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîß y1, y2, ñì. ðèñ. 1. Çäåñü è äà-
ëåå ìû îáîçíà÷àåì ñëîè òêàíè è îïðåäåëßþùèå èõ ïàðàìåòðû îäíèìè
è òåìè æå ñèìâîëàìè. ×åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèß ñëîåâ xi è yj ïðîõî-
äèò åäèíñòâåííûé íàêëîííûé ñëîé ñ ïàðàìåòðîì zij , zij = xi · yj =
f(xi, yj), i, j = 1, 2. Ïóñòü x¯1  åùå îäèí ïðîèçâîëüíûé âåðòèêàëüíûé
ñëîé, äîñòàòî÷íî áëèçêèé ê ñëîþ x1. ×åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèß ñëî-
åâ x¯1 è z1i ïðîõîäèò åäèíñòâåííûé ãîðèçîíòàëüíûé ñëîé y¯i, òàê ÷òî
z1i = x¯1 · y¯i. Ñëîé y¯1 ïåðåñåêàåò íàêëîííûé ñëîé z21 â íåêîòîðîé òî÷êå,
à ÷åðåç íåå ïðîõîäèò åäèíñòâåííûé âåðòèêàëüíûé ñëîé x¯2, ïðè ýòîì
z21 = x¯2 · y¯1. Äàëåå, ÷åðåç òî÷êó x¯2 ∩ y¯2 ïðîõîäèò íàêëîííûé ñëîé
z¯22 = x¯2 · y¯2. Ïîñëåäíèé, âîîáùå ãîâîðß, íå ñîâïàäàåò ñ ïîñòðîåííûì
âûøå ñëîåì z22, ÷òî îòìå÷åíî íà ðèñ. 1 ïóíêòèðîì. Òàêèì îáðàçîì,
êîíôèãóðàöèß R ïîñòðîåíà. Îíà îáðàçîâàíà ïðîèçâîëüíûìè äîñòàòî÷-
íî áëèçêèìè âåðòèêàëüíûìè ñëîßìè xi, x¯i, ãîðèçîíòàëüíûìè ñëîßìè
yj , y¯j è íàêëîííûìè ñëîßìè zij = xi · yj , i, j = 1, 2, è z¯22 = x¯2 · y¯2.
Åñëè z22 = z¯22, òî ãîâîðßò, ÷òî êîíôèãóðàöèß Ðåéäåìåéñòåðà çàìû-
êàåòñß. Òðè-òêàíü W (r, r, r) íàçûâàåòñß òêàíüþ Ðåéäåìåéñòåðà, åñëè íà
íåé çàìûêàþòñß âñå äîñòàòî÷íî ìàëûå êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà
[2]. Ñîãëàñíî [8] óñëîâèå çàìûêàíèß êîíôèãóðàöèé R ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå òàê íàçûâàåìîãî óñëîâíîãî òîæäåñòâà:
x1 · y1 = x¯1 · y¯1,
x1 · y2 = x¯1 · y¯2,
x2 · y1 = x¯2 · y¯1
 =⇒ x2 · y2 = x¯2 · y¯2.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëßþòñß è êîíôèãóðàöèè Áîëà, ñì. ðèñ.
2-4. Òêàíè, íà êîòîðûõ óêàçàííûå êîíôèãóðàöèè ßâëßþòñß çàìêíóòû-
ìè, íàçûâàþòñß òêàíßìè Áîëà (ëåâûìè èëè (Bl), ïðàâûìè èëè (Br)
è ñðåäíèìè èëè (Bm)). Òêàíè, íà êîòîðûõ çàìûêàþòñß ôèãóðû Áîëà
âñåõ òðåõ òèïîâ, íàçûâàþòñß òêàíßìè Ìóôàíã (M).
Óñëîâèþ çàìûêàíèß êîíôèãóðàöèé îïðåäåëåííîãî âèäà íà òðè-òêàíè
ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå òîæäåñòâî, âûïîëíßåìîå â òàê íàçûâàåìûõ êî-
îðäèíàòíûõ ëóïàõ òêàíè. Îïåðàöèß (◦) â êîîðäèíàòíîé ëóïå `(a,b)(◦),
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ãäå a è b  ôèêñèðîâàííûå ñëîè, a ∈ λ1, b ∈ λ2, îïðåäåëßåòñß íà òðå-
òüåì ñëîåíèè λ3 òêàíè ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 5):
(◦) : λ3 × λ3 → λ3, u ◦ v =−1 f(u, b) · f−1(a, v).
Ðèñ. 5 Ðèñ. 6
Çäåñü u è v  ïðîèçâîëüíûå ñëîè òðåòüåãî ñëîåíèß λ3, äîñòàòî÷íî áëèç-
êèå ê ñëîþ e = a · b, êîòîðûé, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü ïî îïðåäåëåíèþ,
ßâëßåòñß åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ëóïû `(a,b)(◦), òî åñòü u◦e = u, e◦v = v.
Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó óñëîâèßìè çàìûêàíèß êîíôèãóðàöèé Ðåéäå-
ìåéñòåðà è Áîëà è òîæäåñòâàìè â èõ êîîðäèíàòíûõ ëóïàõ ïðèâåäåíî
â Òàáëèöå 1. Çäåñü ÷åðåç "\"è "/"îáîçíà÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâàß è
ïðàâàß îáðàòíûå îïåðàöèè äëß îïåðàöèè (◦).
Òàáëèöà 1
Òêàíü Òîæäåñòâî Òåíçîðíàß õàðàêòåðèñòèêà
R (u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w) bijkl = 0
Bl (u ◦ u) ◦ v = u ◦ (u ◦ v) bi(jk)l = 0
Br u ◦ (v ◦ v) = (u ◦ v) ◦ v bi(j|k|l) = 0
Bm u ◦ (v \ u) = (u/v) ◦ u bij(kl) = 0
Íà ðèñ. 6 ïðîèëëþñòðèðîâàíî äîêàçàòåëüñòâî äëß óñëîâèß çàìûêàíèß
(R). Çäåñü u, v, w  ïðîèçâîëüíûå ñëîè èç λ3, u1 = u ◦ v, v1 = v ◦ w.
Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïîíßòèß è ðåçóëüòàòû, âîçíèêøèå ïåðâîíà-
÷àëüíî â òåîðèè êðèâîëèíåéíûõ òðè-òêàíåé, áûëè îáîáùåíû Ì.À. Àêè-
âèñîì äëß ìíîãîìåðíûõ òðè-òêàíåé W (r, r, r) [2]. Îí æå çàïèñàë ñòðóê-
























i, j, k, l, ... = 1, r. Çäåñü âåëè÷èíû aijk è bijkl ßâëßþòñß òåíçîðàìè è íà-
çûâàþòñß ñîîòâåòñòâåííî òåíçîðàìè êðó÷åíèß è êðèâèçíû òðè-òêàíè.
Ïîëß òåíçîðîâ aijk è bijkl îïðåäåëßþò òðè-òêàíü ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâè-




i = 0, λ2 : ω
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Ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé òêàíè ìîæíî îïèñûâàòü åå äèôôå-
ðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà â òåðìèíàõ êàíîíè÷åñêîé àôôèí-
íîé ñâßçíîñòè, ââåäåííîé ×åðíîì â [25], ãäå îí íàøåë òàêæå òåíçîðíûå
õàðàêòåðèñòèêè íåêîòîðûõ ìíîãîìåðíûõ òðè-òêàíåé (òåíçîðíûå õàðàê-
òåðèñòèêè òðè-òêàíåé Ðåéäåìåéñòåðà è Áîëà ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1).
Ïåðå÷èñëåííûå êëàññû òêàíåé îïèñàíû òàêæå â òåðìèíàõ êàñàòåëüíîé
W -àëãåáðû (àëãåáðû Àêèâèñà) [3], [24], îáîáùàþùåé ïîíßòèå àëãåáðû
Ëè ãðóïïû Ëè. Ïî çàäàííûì W -àëãåáðàì ïóòåì èíòåãðèðîâàíèß ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé áûëè íàéäåíû ìíîãî÷èñëåííûå
ïðèìåðû òðè-òêàíåé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ: Ìóôàíã, Áîëà, øåñòèóãîëü-
íûå è ò.ä. Ýòîò ìåòîä âïåðâûå ïðèìåíåí Àêèâèñîì â ðàáîòå [4] äëß
íàõîæäåíèß êîíå÷íûõ óðàâíåíèé òêàíè Ìóôàíã ìèíèìàëüíîé ðàçìåð-
íîñòè.
Ñ òêàíßìè Áîëà ñâßçàíî ïîíßòèå ñåðäöåâèíû, ââåäåííîå Â.Ä. Áå-
ëîóñîâûì [8]. Â ñèëó çàìûêàíèß êîíôèãóðàöèè Bm (ðèñ. 4) ïîëîæå-
íèå ñëîß z22 íå çàâèñèò îò âûáîðà âåðòèêàëüíîãî ñëîß x1 è îïðåäå-
ëßåòñß òîëüêî ñëîßìè z11 è z12, òî åñòü z22 = C(z11, z12). Ïðè ýòîì
ôóíêöèß C îïðåäåëßåòñß òàê: z22 = z12 ◦ (z11/z12) [8]. Ñîãëàñíî [21],
ñåðäöåâèíà C èíäóöèðóåò íà áàçå òðåòüåãî ñëîåíèß òêàíè Bm ëîêàëüíî
ñèììåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, îïðåäåëßåìóþ ëîêàëüíûìè ñèììåòðèßìè
sz12 : sz12(z11) = C(z11, z12). Ñâîéñòâà ýòîé ñòðóêòóðû èññëåäîâàëèñü â
[23], ñì. òàêæå [7].
Îòäåëüíûå äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîãîìåð-
íûõ (p, q, r)-òêàíåé, îáðàçîâàííûõ ñëîåíèßìè ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, èçó-
÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, îáçîð ðåçóëüòàòîâ è áèáëèîãðàôèþ ñì. â [9]
è â ðàáîòå àâòîðà [6]. Îäíàêî â òåîðèè òðè-òêàíåé W (p, q, r), êàê óæå
áûëî ñêàçàíî, îñòàâàëñß ñóùåñòâåííûé ïðîáåë  îòñóòñòâèå ïîíßòèé,
àíàëîãè÷íûõ ïîíßòèßì êîîðäèíàòíîé ëóïû, êîíôèãóðàöèè, òîæäåñòâà
è ò.ä., íå ïîçâîëßëî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, ñâßçûâàþùèå, êàê è â êëàñ-
ñè÷åñêîì ñëó÷àå, àëãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà (p, q, r)-
òêàíåé. Îòñþäà âûòåêàþò îñíîâíûå çàäà÷è èññëåäîâàíèß.
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1. Îáîáùèòü äëß òðè-òêàíåé W (p, q, r), îáðàçîâàííûõ ñëîåíèßìè
ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, îñíîâíûå ïîíßòèß êëàññè÷åñêîé òåîðèè òðè-òêàíåé,
îáðàçîâàííûõ ñëîåíèßìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè (èçîòîïèß, êîîðäè-
íàòíàß ëóïà, êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà è Áîëà, ñåðäöåâèíà è ò.ä.).
2. Íàéòè àëãåáðàè÷åñêèå óñëîâèß (òîæäåñòâà), ýêâèâàëåíòíûå çà-
ìûêàíèþ íà òðè-òêàíßõ W (p, q, r) îáîáùåííûõ êîíôèãóðàöèé Ðåéäå-
ìåéñòåðà è Áîëà.
3. Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà îáîáùåííûõ òðè-òêàíåé Ðåéäåìåéñòåðà è
Áîëà.
4. Èññëåäîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå è àëãåáðàè÷åñêèå îáúåêòû, ñâßçàí-
íûå ñ òðè-òêàíüþ W (p, q, r).
5. Íàéòè ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà òðè-òêàíåé,
ïîðîæäàåìûõ ëîêàëüíûìè ãëàäêèìè ãðóïïàìè Ëè ïðåîáðàçîâàíèé è
ãëàäêèìè êâàçèãðóïïàìè Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó,
ßâëßþòñß íîâûìè. Íà çàùèòó âûíîñßòñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1. Äëß òêàíåé W (p, q, p+ q − 1), p ≤ q, îïðåäåëåíû ïîíßòèß êîîðäè-
íàòíîãî ìîíîèäà, îáîáùåííîé êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà è ñåðäöå-
âèíû. Äîêàçàíî, ÷òî êîîðäèíàòíûé ãðóïïîèä òêàíèW (p, q, p+q−1), íà
êîòîðîé çàìûêàþòñß îáîáùåííûå êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà (òêàíè
WR(p, q)), âïîëíå îïðåäåëßåòñß åå ñåðäöåâèíîé (Òåîðåìà 2), à ñóùåñòâî-
âàíèå ñåðäöåâèíû ßâëßåòñß õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì òðè-òêàíåé
WR(p, q) (Òåîðåìà 3). Íàéäåíî òîæäåñòâî îáîáùåííîé àññîöèàòèâíî-
ñòè, âûïîëíåíèå êîòîðîãî â êàæäîì êîîðäèíàòíîì ìîíîèäå òðè-òêàíè
W (p, q, p + q − 1) ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ íà ýòîé òêàíè îáîáùåííûõ
êîíôèãóðàöèé Ðåéäåìåéñòåðà (Òåîðåìà 4).
2. Ïîêàçàíî, ÷òî òðè-òêàíü W (p, q, p + q − 1) èíäóöèðóåò íà ñâîèõ
âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîßõ ñîîòâåòñòâåííî (p + 1)-òêàíè è
(q + 1)-òêàíè, îáðàçîâàííûå ñëîåíèßìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Äëß
êàæäîé èç ýòèõ òêàíåé ïîñòðîåíî íåêîòîðîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé.
Äîêàçàíî, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî îáðàçóåò ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òêàíè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè íà òêàíè W (p, q, p +
q − 1) çàìûêàþòñß îáîáùåííûå êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà (Òåîðå-
ìû 7 è 8). Äîêàçàíî, ÷òî (p + 1)-òêàíè è (q + 1)-òêàíè, èíäóöèðóåìûå
òðè-òêàíüþ WR(p, q), ïàðàëëåëèçóåìû (Òåîðåìû 9 è 10).
3. Íàéäåíû ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè WR(p, q) (Òåîðåìà
14). Ïóòåì èíòåãðèðîâàíèß ïîñëåäíèõ íàéäåíû êîíå÷íûå óðàâíåíèß
òêàíåé WR(p, q) (Òàáëèöà 2).
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4. Äëß òêàíåé W (p, q, r), p ≤ q ≤ r, îïðåäåëåíî ïîíßòèå êîîðäèíàò-
íîãî ìîíîèäà è äîêàçàíî, ÷òî îí ñóùåñòâóåò òîëüêî äëß òêàíåé âèäà
W (λl, λm, λ(l+m−1)) (Òåîðåìà 15). Äëß òêàíåé W (λl, λm, λ(l+m−1))
îïðåäåëåíû ïîíßòèß îáîáùåííîé êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà è ñåðä-
öåâèíû. Íàéäåíî òîæäåñòâî îáîáùåííîé àññîöèàòèâíîñòè, âûïîëíåíèå
êîòîðîãî â êàæäîì êîîðäèíàòíîì ìîíîèäå òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l +
m− 1)) ýêâèâàëåíòíî çàìûêàíèþ íà ýòîé òêàíè îáîáùåííûõ êîíôèãó-
ðàöèé Ðåéäåìåéñòåðà (Òåîðåìà 18).
5. Äîêàçàíî, ÷òî òêàíü GW (p, q, q), ïîðîæäàåìàß äåéñòâèåì ëîêàëü-
íîé ãëàäêîé q-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû ËèG íà ãëàäêîì p-ìåðíîì ìíî-
ãîîáðàçèè, õàðàêòåðèçóåòñß çàìûêàíèåì íà òêàíè íåêîòîðûõ îáîáùåí-
íûõ êîíôèãóðàöèé Ðåéäåìåéñòåðà (Òåîðåìà 21). Äîêàçàíî, ÷òî ñåðä-
öåâèíà òêàíè GW (p, q, q) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ðàâåíñòâà èí-
âàðèàíòîâ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé (Òåîðåìà 22). Íàéäåíû ñòðóêòóð-
íûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè GW (p, q, q) ïî óðàâíåíèßì Ìàóðåðà-Êàðòàíà
ãðóïïû G.
6. Äëß òêàíè W (p, q, q) îïðåäåëåíî ïîíßòèå îáîáùåííîé ëåâîé êîí-
ôèãóðàöèè Áîëà. Äîêàçàíî, ÷òî íà òðè-òêàíè Bl(p, q, q), ïîðîæäàåìîé
ëîêàëüíîé ãëàäêîé êâàçèãðóïïîé Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé (è òîëüêî íà òà-
êîé òêàíè), çàìûêàþòñß îáîáùåííûå ëåâûå êîíôèãóðàöèè Áîëà (Òåî-
ðåìà 28). Â êîîðäèíàòíûõ ìîíîèäàõ òðè-òêàíè Áîëà Bl(p,mp,mp) (äëß
äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé ìîíîèä íå ñóùåñòâóåò) íàéäåíî òîæäåñòâî îáîá-
ùåííîé àëüòåðíàòèâíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåå çàìûêàíèþ íà ýòîé òêàíè
îáîáùåííûõ ëåâûõ êîíôèãóðàöèé Áîëà (Òåîðåìà 29). Íàéäåíû ñòðóê-
òóðíûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè Áîëà Bl(p, q, q) (Òåîðåìà 32). Ïóòåì èíòå-
ãðèðîâàíèß ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé íàéäåíû êîíå÷-
íûå óðàâíåíèß íåêîòîðîé òêàíè Bl(2, 3, 3), òåíçîð êðèâèçíû êîòîðîé
èìååò åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Òåîðèß òêàíåé òåñíî ñâßçàíà ñî ìíîãèìè
îáëàñòßìè ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè (âíåøíèì äèôôåðåíöèàëüíûì èñ-
÷èñëåíèåì, òåîðèåé ñâßçíîñòåé, òåîðèåé ðàññëîåííûõ ïðîñòðàíñòâ, êëàñ-
ñè÷åñêîé è ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèåé, àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèåé ãðóïï,
òåîðèåé ãðóïï Ëè è ò.ä.), à ïîòîìó â íåé èñïîëüçóþòñß ðàçíîîáðàçíûå
ìåòîäû, ïðèìåíßåìûå â ýòèõ îáëàñòßõ. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíî èñïîëü-
çóåòñß ìåòîä âíåøíèõ ôîðì è ïîäâèæíîãî ðåïåðà Êàðòàíà, ðàçâèòûé
â ðàáîòàõ ðîññèéñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ñ.Ï. Ôèíèêîâà, Ã.Ô. Ëàïòåâà, À.Ì.
Âàñèëüåâà è ñ óñïåõîì ïðèìåíåííûé Ì.À. Àêèâèñîì â òåîðèè ìíîãî-
ìåðíûõ òðè-òêàíåé. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñß è â íàñòîßùåé ðàáîòå. Âñå
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ðàññìîòðåíèß èìåþò ëîêàëüíûé õàðàêòåð.
Òåîðåòè÷åñêîå è ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
â äèññåðòàöèè, íîñßò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû ñïåöèàëèñòàìè-ìàòåìàòèêàìè è ôèçèêàìè â äàëüíåéøèõ èññëå-
äîâàíèßõ ãëàäêèõ ãðóïïîèäîâ îáùåãî âèäà z = f(x, y) è îïðåäåëßåìûõ
èìè àëãåáðàè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñòðóêòóð, à òàêæå íåàññîöèàòèâ-
íûõ àëãåáð è èõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëßþò
ïî-íîâîìó îöåíèòü ìíîãèå ôàêòû èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè òêàíåé. Îíè
ïðèìåíßþòñß ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ â Òâåðñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå, Ìîñ-
êîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì ïåäàãîãè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå, Îðñêîì ïåäà-
ãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå è äðóãèõ.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè äîëî-
æåíû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèßõ:
 íà ìåæäóíàðîäíîé ñåññèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà ÌÃÓ è ÐÀÍ èì.
Ã.Ô. Ëàïòåâà (Ëàïòåâñêèå ÷òåíèß 2001, Ìîñêâà, èþíü 2001 ã.);
 íà 8-îé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-
ðèè è åå ïðèëîæåíèßì â ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå Ñèëåçñêîãî óíè-
âåðñèòåòà (Îïàâà, ×åõèß, àâãóñò 2001 ã.);
 íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì.
Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (Íîâîñèáèðñê, äåêàáðü 2001 ã.);
 íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè è àíàëèçó ïàìßòè
Í.Ô. Åôèìîâà â Ðîñòîâñêîì ãîñóíèâåðñèòåòå (ñåíòßáðü 2002 ã.);
 íà ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî â Êàçàíñêîì
ãîñóíèâåðñèòåòå (íîßáðü 2002 ã.),
 íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ãåîìåòðèè "Loops−2003"(Ïðàãà,
×åõèß, àâãóñò 2003 ã.);
 íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè â Ìîñêîâñêîì ãîðîäñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì
óíèâåðñèòåòå (ñåíòßáðü 2004 ã.);
 íà ñåìèíàðå "Äèôôåðåíöèàëüíàß ãåîìåòðèß è ïðèëîæåíèß"â ÌÃÓ
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ðóê. À.Ò. Ôîìåíêî (àïðåëü, äåêàáðü 2005 ã.);
 íà ñåìèíàðå "Ãðóïïû Ëè è òåîðèß èíâàðèàíòîâ"â ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà, ðóê. Ý.Á. Âèíáåðã, À.Ë. Îíèùèê (àïðåëü 2005 ã.);
 íà ãåîìåòðè÷åñêîì ñåìèíàðå â Ìîñêîâñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì ãîñóäàð-
ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå, ðóê. Â.Ô. Êèðè÷åíêî (àïðåëü 2005 ã.);
 íà ìåæäóíàðîäíîé ñåññèè ãåîìåòðè÷åñêîãî ñåìèíàðà ÌÃÓ è ÐÀÍ èì.
Ã.Ô. Ëàïòåâà (Ëàïòåâñêèå ÷òåíèß 2006, Ìîñêâà, èþëü 2006 ã.).
Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 14 ðàáîò.
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Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèß èçëîæåíà íà 256 ñòðàíèöàõ,
ñîñòîèò èç ââåäåíèß, øåñòè ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî
109 íàèìåíîâàíèé. Íóìåðàöèß ïàðàãðàôîâ ïðîèçâîäèòñß äâóìß ñèìâî-
ëàìè, à íóìåðàöèß ïóíêòîâ  òðåìß. Íàïðèìåð, íîìåðîì 3.2 îáîçíà÷åí
âòîðîé ïàðàãðàô òðåòüåé ãëàâû, à íîìåðîì 5.2.1  ïåðâûé ïóíêò âòî-
ðîãî ïàðàãðàôà ïßòîé ãëàâû. Íóìåðàöèß ðèñóíêîâ è òåîðåì â òåêñòå
äèññåðòàöèè ñêâîçíàß, à íóìåðàöèß ôîðìóë â êàæäîé ãëàâå ñâîß.
2 Îáçîð ñîäåðæàíèß äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè äàåòñß îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, ôîðìóëèðóþòñß
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðèâîäèòñß êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðåçóëü-
òàòîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè òðè-òêàíåé, îáðàçîâàííûõ ñëîåíèßìè îäè-
íàêîâîé ðàçìåðíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáîáùåíû äëß òðè-òêàíåé,
îáðàçîâàííûõ ñëîåíèßìè ðàçíîé ðàçìåðíîñòè.
Â ïåðâîé ãëàâå ââîäßòñß îñíîâíûå ïîíßòèß äëß òêàíè
W (p, q, p+ q − 1), îáðàçîâàííîé íà ìíîãîîáðàçèè M ðàçìåðíîñòè p+ q
òðåìß ñëîåíèßìè ðàçìåðíîñòåé p, q è p+ q − 1.
Â ï. 1.1 ïðèâîäèòñß îïðåäåëåíèå òðè-òêàíè W (p, q, r) îáùåãî âèäà è
äåòàëèçèðóåòñß ïîíßòèå èçîòîïèè ïðèìåíèòåëüíî ê òàêèì òêàíßì.
Â ï. 1.2 ââîäèòñß ïîíßòèå êîîðäèíàòíîãî ìîíîèäà µ(a,b)(◦) òðè-òêàíè
W (p, q, p + q − 1), àíàëîãè÷íîå ïîíßòèþ êîîðäèíàòíîé ëóïû `(a,b)(◦)
òêàíè W (r, r, r). Îïåðàöèß (◦) â êîîðäèíàòíîì ìîíîèäå îïðåäåëßåòñß ñ
ïîìîùüþ êîîðäèíàòíîé ðåøåòêè, êîòîðàß îáðàçîâàíà â íåêîòîðîé îá-
ëàñòè N ⊂M ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì a = (a1, ..., ap) èç p äîñòàòî÷íî
áëèçêèõ âåðòèêàëüíûõ ñëîåâ ïåðâîãî ñëîåíèß è ôèêñèðîâàííûì íàáî-
ðîì b = (b1, ..., bq) èç q òàêæå äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîåâ
âòîðîãî ñëîåíèß, ñì. ðèñ. 7.
Îïåðàöèß (◦) îïðåäåëåíà (êàê è êîîðäèíàòíàß ëóïà `(a,b)(◦) òêàíè
W (r, r, r)) íà òðåòüåì ñëîåíèè λ3 òêàíè W (p, q, p+ q − 1) ðàâåíñòâîì
z = u ◦ v = R−1b (u) · L−1a (v)
è ïîêàçàíà íà ðèñ. 7. Çäåñü M  ïðîèçâîëüíàß òî÷êà îáëàñòè N , à
x, y è z ñîîòâåòñòâåííî âåðòèêàëüíûé, ãîðèçîíòàëüíûé è íàêëîííûé
ñëîè, ïðîõîäßùèå ÷åðåç ýòó òî÷êó, òàê ÷òî z = x · y. Íàêëîííûé ñëîé,
ïðîõîäßùèé ÷åðåç òî÷êó Bi = x ∩ bi, îáîçíà÷åí ui, i = 1, q; íàêëîííûé
ñëîé, ïðîõîäßùèé ÷åðåç òî÷êó Aα = y ∩ aα, îáîçíà÷åí vα, α = 1, p, è ïî
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îïðåäåëåíèþ òêàíè W (p, q, p+ q − 1) èìååì
ui = x · bi, vα = aα · y.
Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè N âîçíèêàþò äâà îòîáðàæåíèß (îíè îáîçíà-
÷åíû ñîîòâåòñòâåííî Rb è La)
Rb : x→ (u1, ..., uq); La : y → (v1, ..., vp).
Ýòè îòîáðàæåíèß çàïèñàíû â âèäå
u = Rb(x), v = La(y),
ãäå îáîçíà÷åíî u = (u1, ..., uq), v = (v1, ..., vp). Ïðè óñëîâèßõ
| ∂f(x, bi)
∂xj
|6= 0, | ∂f(aα, y)
∂yβ
|6= 0
îòîáðàæåíèß Rb è La ßâëßþòñß ëîêàëüíî áèåêòèâíûìè è íà òðåòüåì
ñëîåíèè îïðåäåëåíû îáðàòíûå ôóíêöèè R−1b è L−1a ,
x = R−1b (u), y = L
−1
a (v).
Çäåñü x  âåðòèêàëüíûé ñëîé, òðàíñâåðñàëüíûé ïîäìíîãîîáðàçèßì
Ui = ui ∩ bi ðàçìåðíîñòè q − 1; à y  ãîðèçîíòàëüíûé ñëîé, òðàíñ-




Ëîêàëüíûå áèåêöèè Rb è La, ñ îäíîé ñòîðîíû, îïðåäåëßþò çàìåíó
ïàðàìåòðîâ x = (x1, ..., xq) → (u1, ..., uq) è y = (y1, ..., yp) → (v1, ..., vp)
íà áàçàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî λ1 è âòîðîãî λ2 ñëîåíèé òðè-
òêàíèW (p, q, p+q−1), à ñ äðóãîé, çàäàþò èçîòîïè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
(Rb, La, id) êîîðäèíàòíîãî ãðóïïîèäà z = x · y òêàíè W (p, q, p+ q− 1) â
åå êîîðäèíàòíûé ìîíîèä z = u ◦ v, ñì. Òåîðåìó 1.
Åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì e êîîðäèíàòíîãî ìîíîèäà µ(a,b)(◦) íàçâàíà
ìàòðèöà e = (zαi), ãäå zαi = aα · bi. Ïîêàçàíî, ÷òî íàáîð ñòîëáöîâ
eˆα = (zα1, ..., zαq) ìàòðèöû e ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì ëåâîé åäèíèöû,
à íàáîð åå ñòðîê eˇi = (z1i, ..., zpi)  àíàëîãîì ïðàâîé åäèíèöû, òàê êàê
eˆα ◦ v = vα, u ◦ eˇi = ui. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àß, "ïðàâàß
åäèíèöà"è "ëåâàß åäèíèöà"êîîðäèíàòíîãî ìîíîèäà µ(a,b)(◦), âîîáùå ãî-
âîðß, íå ñîâïàäàþò.
Â ï. 1.3 ââîäèòñß ïîíßòèå îáîáùåííîé êîíôèãóðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà
äëß òðè-òêàíè W (p, q, p+ q − 1). Ïðèâåäåì ýòî îïðåäåëåíèå.
Ðèñ. 8
Â îáëàñòè N ìíîãîîáðàçèßM, íåñóùåãî òðè-òêàíü W (p, q, p+q−1),
çàôèêñèðóåì p+ 1 äîñòàòî÷íî áëèçêèõ âåðòèêàëüíûõ ñëîåâ xα¯,
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α¯ = 1, p+ 1, è q + 1 òàêæå äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ñëî-
åâ yi¯, i¯ = 1, q + 1, ñì. ðèñ. 8. ×åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèß ñëîåâ xα¯ è yi¯
ïðîõîäèò ñëîé òðåòüåãî ñëîåíèß ñ ïàðàìåòðîì zα¯i¯, zα¯i¯ = xα¯ · yi¯. Òî÷êó
ïåðåñå÷åíèß ñëîåâ xp+1 è yq+1 îáîçíà÷èì ÷åðåç Mp+1q+1. Ïîñòðîåííàß
êîíôèãóðàöèß èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8 ñïëîøíûìè ëèíèßìè.
Ðàññìîòðèì åùå p ïðîèçâîëüíûõ âåðòèêàëüíûõ ñëîåâ x¯α. Ýòè ñëîè,
à òàêæå ïîäìíîãîîáðàçèß Vαi¯ = x¯α ∩ zαi¯ îáîçíà÷åíû íà ðèñ. 8 ïóíê-
òèðíûìè ëèíèßìè. Äëß êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i¯ p ïîäìíîãîîáðàçèé
Vαi¯, α = 1, p, äîïóñêàþò (ëîêàëüíî!) åäèíñòâåííûé òðàíñâåðñàëüíûé
ãîðèçîíòàëüíûé ñëîé y¯i¯, òàê ÷òî zαi¯ = x¯α · y¯i¯. Êàæäûé èç ñëîåâ y¯i
ïåðåñåêàåò íàêëîííûé ñëîé ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì zp+1i ïî íåêî-
òîðîìó (q − 1)-ìåðíîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ Up+1i. Ýòè ïîäìíîãîîáðàçèß
äîïóñêàþò (ëîêàëüíî!) åäèíñòâåííûé òðàíñâåðñàëüíûé âåðòèêàëüíûé
ñëîé x¯p+1, êîòîðûé ïåðåñåêàåòñß ñ ïîñòðîåííûì âûøå ãîðèçîíòàëüíûì
ñëîåì y¯q+1 â òî÷êå M¯p+1q+1. Ýòà òî÷êà, âîîáùå ãîâîðß, íå ëåæèò íà
ñëîå zp+1q+1, ïðîõîäßùåì ÷åðåç òî÷êó Mp+1q+1.
Ïðè p = q = 1 ïîñòðîåííàß êîíôèãóðàöèß ñîâïàäàåò ñ êîíôèãó-
ðàöèåé Ðåéäåìåéñòåðà R äëß êðèâîëèíåéíîé òðè-òêàíè íà ïëîñêîñòè
(ñì. ðèñ. 1), ïîýòîìó îíà íàçâàíà îáîáùeííîé êîíôèãóðàöèåé Ðåéäå-
ìåéñòåðà è îáîçíà÷åíà R(p, q). Åñëè òî÷êè Mp+1q+1 è M¯p+1q+1 ëåæàò
íà îäíîì íàêëîííîì ñëîå zp+1q+1, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîíôèãóðàöèß
R(p, q) çàìûêàåòñß. Òêàíü W (p, q, p+q−1), íà êîòîðîé çàìûêàþòñß âñå
äîñòàòî÷íî ìàëûå êîíôèãóðàöèè R(p, q), íàçâàíà îáîáùåííîé òêàíüþ
Ðåéäåìåéñòåðà è îáîçíà÷åíàWR(p, q). Ïî àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèåé (ñì. [8]) óñëîâèå çàìûêàíèß êîíôèãóðàöèé R(p, q) ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå
xα · yi = x¯α · y¯i,
xα · yq+1 = x¯α · y¯q+1,
xp+1 · yi = x¯p+1 · y¯i
 =⇒ xp+1 · yq+1 = x¯p+1 · y¯q+1.
Ñ çàìûêàíèåì êîíôèãóðàöèé R(p, q) ñâßçûâàþòñß â äàëüíåéøåì ðàç-
ëè÷íûå ñâîéñòâà òêàíåé W (p, q, p+ q − 1).
Â ï. 1.4 îïðåäåëåíî ïîíßòèå ñåðäöåâèíû ïðîèçâîëüíîé òðè-òêàíè
Ðåéäåìåéñòåðà R è òêàíè WR(p, q), îáîáùàþùåå àíàëîãè÷íîå ïîíßòèå
â òåîðèè òêàíåé Áîëà Bm [8]. Ñåðäöåâèíà êëàññè÷åñêîé òêàíè R îïðåäå-
ëåíà íà òðåòüåì ñëîåíèè òêàíè êàê òåðíàðíàß îïåðàöèß
z22 = z21 ◦ (z11/z12), ãäå z11, z12, z21, z22  ïàðàìåòðû íàêëîííûõ ñëîåâ,
âõîäßùèõ â ïðîèçâîëüíóþ êîíôèãóðàöèþ R (ðèñ. 1). Ñåðäöåâèíà òêàíè
WR(p, q) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé (pq + p + q)-àðíóþ îïåðàöèþ íà òðåòüåì
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ñëîåíèè ýòîé òêàíè è ñâßçûâàåò ïàðàìåòðû íàêëîííûõ ñëîåâ, âõîäßùèõ
â ïðîèçâîëüíóþ êîíôèãóðàöèþ R(p, q):
zp+1q+1 = C(zαi, zαq+1, zp+1i),
α = 1, p, i = 1, q. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 2 Ñåðäöåâèíà C òðè-òêàíè WR(p, q) âïîëíå îïðåäåëßåò êî-
îðäèíàòíûé ãðóïïîèä ýòîé òêàíè.
Òåîðåìà 3 Ñåðäöåâèíà òêàíè W (p, q, p + q − 1) ñóùåñòâóåò òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà òêàíü ßâëßåòñß òêàíüþ WR(p, q).
Â ï. 1.4.2 îïèñàíà âçàèìîñâßçü ââåäåííûõ âûøå ïîíßòèé è íåêî-
òîðûõ ïîíßòèé òåîðèè ôèçè÷åñêèõ ñòðóêòóð Þ.È. Êóëàêîâà [17], [19].
Ïîêàçàíî, ÷òî êîîðäèíàòíûé ãðóïïîèä òêàíè WR(p, q) (è òîëüêî òàêîé
òêàíè) îïðåäåëßåò áèíàðíóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ðàíãà (p+1, q+1),
à ïîíßòèå ñåðäöåâèíû òêàíè WR(p, q) àíàëîãè÷íî ïîíßòèþ ôåíîìåíî-
ëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíîé ôîðìû ôèçè÷åñêîãî çàêîíà (â òåîðèè ôèçè-
÷åñêèõ ñòðóêòóð).
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, êîîðäèíàòíûå ëóïû êëàññè÷åñêîé òðè-òêàíè
Ðåéäåìåéñòåðà R ßâëßþòñß ãðóïïàìè [2], òî åñòü â íèõ âûïîëíßåòñß
òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè (u ◦ v) ◦ w = u ◦ (v ◦ w). Â ï. 1.5 íàéäåíî
òîæäåñòâî â êîîðäèíàòíûõ ìîíîèäàõ òðè-òêàíè WR(p, q), ñîîòâåòñòâó-
þùåå çàìûêàíèþ íà ýòîé òêàíè îáîáùåííûõ êîíôèãóðàöèé Ðåéäåìåé-
ñòåðà R(p, q). Äîêàçàíà
Òåîðåìà 4 Ïóñòü u = (u1, u2, ..., uq) è w = (w1, w2, ..., wp)  äâà ïðî-
èçâîëüíûõ íàáîðà íàêëîííûõ ñëîåâ òðè-òêàíè W (p, q, p + q − 1) è vαi
 åùå îäèí íàáîð pq íàêëîííûõ ñëîåâ, α = 1, p, i = 1, q. Îáîçíà÷èì
ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû (vαi) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
v
(p)
i = (v1i, ..., vpi), v
(q)
α = (vα1, ..., vαq). Òðè-òêàíü W (p, q, p + q − 1)
áóäåò òêàíüþ WR(p, q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîì åå êî-
îðäèíàòíîì ìîíîèäå µ(a,b)(◦) âûïîëíßåòñß ñëåäóþùåå òîæäåñòâî
u ◦ (v(q)1 ◦ w, ..., v(q)p ◦ w) = (u ◦ v(p)1 , ..., u ◦ v(p)q ) ◦ w.
Ïðè p = q = 1 ýòî òîæäåñòâî îáðàùàåòñß â îáû÷íîå òîæäåñòâî àññîöè-
àòèâíîñòè, ïîýòîìó îíî íàçâàíî òîæäåñòâîì îáîáùåííîé àññîöèàòèâ-
íîñòè. Êîîðäèíàòíûé ìîíîèä µ(a,b)(◦) òðè-òêàíè W (p, q, p + q − 1), â
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êîòîðîì âûïîëíßåòñß òîæäåñòâî îáîáùåííîé àññîöèàòèâíîñòè, òàêæå
íàçâàí àññîöèàòèâíûì.
Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñß ñâîéñòâà íåêîòîðûõ íîâûõ òêàíåé, èí-
äóöèðóåìûõ òêàíüþ W (p, q, p+ q− 1), íî îáðàçîâàííûõ óæå ñëîåíèßìè
îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Â ï. 2.1.1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè p > 1 è q > 1
íà âåðòèêàëüíûõ è ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîßõ òêàíè W (p, q, p+ q − 1) âîç-
íèêàþò òàê íàçûâàåìûå (p + 1)-òêàíè è (q + 1)-òêàíè (â ñìûñëå Â.Â.
Ãîëüäáåðãà [14]), îíè îáîçíà÷åíû W˜ (a, x) è W˜ (b, y). Ýòè òêàíè ïîëó-
÷àþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü a = (aα) è b = (bi)  íåêîòîðàß
êîîðäèíàòíàß ðåøåòêà òêàíè W (p, q, p + q − 1), x è y  ïðîèçâîëüíûå
âåðòèêàëüíûé è ãîðèçîíòàëüíûé ñëîè ýòîé òêàíè. Íàêëîííûå ñëîè òêà-
íè W (p, q, p + q − 1) âûñåêàþò íà ãîðèçîíòàëüíûõ ñëîßõ b1, ..., bq è y
ñåìåéñòâà (q−1)-ìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé. Ïðîåêòèðóß ïîñëåäíèå âåð-
òèêàëüíûìè ñëîßìè íà ñëîé y, ïîëó÷àåì íà íåì (q + 1)-òêàíü W˜ (b, y),
ñì. ðèñ. 9.
Ðèñ. 9
Àíàëîãè÷íî, íàáîð (aα, x) ïîðîæäàåò íà ñëîå x íåêîòîðóþ (p + 1)-
òêàíü W˜ (a, x). Çàìåòèì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè òêàíè W˜ (a, x) è
W˜ (b, y) íå âîçíèêàþò.
Â ï. 2.1.2 ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèß òêàíåé W˜ (a, x) è W˜ (b, y) ìîæíî
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çàïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî â âèäå
W˜ (a, x) : vp+1 = x · L−1a (v1, ..., vp);
W˜ (b, y) : uq+1 = R−1b (u1, ..., uq) · y.
Äàëåå èññëåäîâàíû ñâîéñòâà òêàíåé W˜ (a, x) è W˜ (b, y), ñâßçàííûå
ñ çàìûêàíèåì íà òêàíè W (p, q, p + q − 1) êîíôèãóðàöèé R(p, q). Äëß
ýòîãî íà ñëîßõ x = F01 è y = F02 , íåñóùèõ ñîîòâåòñòâåííî òêàíè W˜ (a, x)
è W˜ (b, y), îïðåäåëåíû íåêîòîðûå îòîáðàæåíèß
φ˜1 : F01 → F01 , φ˜2 : F02 → F02 ,
ñì. ï. 2.2.1. Îòîáðàæåíèå φ˜2 ïîêàçàíî íà ðèñ. 10. Çäåñü a = (a1, ..., ap),
b = (b1, ..., bq)  êîîðäèíàòíàß ðåøåòêà, ap+1  ôèêñèðîâàííûé âåðòè-
êàëüíûé ñëîé, îòëè÷íûé îò ñëîåâ aα; zαi = aα ·bi, ui = ap+1 ·bi; A  ïðî-
èçâîëüíàß òî÷êà íà F02 , x  ïðîõîäßùèé ÷åðåç A âåðòèêàëüíûé ñëîé,
V¯1i = x∩z1i  ïîäìíîãîîáðàçèß ðàçìåðíîñòè p−1, yi  ãîðèçîíòàëüíûé
ñëîé, òðàíñâåðñàëüíûé ïîäìíîãîîáðàçèßì V¯1i, V2i, ..., Vpi; U¯i = ui ∩ yi 
ïîäìíîãîîáðàçèß ðàçìåðíîñòè q − 1, x˜  âåðòèêàëüíûé ñëîé, òðàíñ-
âåðñàëüíûé ïîäìíîãîîáðàçèßì U¯1, ..., U¯q, òî÷êà A˜ = x˜ ∩ F02 åñòü îáðàç
òî÷êè A ïðè îòîáðàæåíèè φ˜2, A˜ = φ˜2(A).
Ðèñ. 10
Îòîáðàæåíèå φ˜1 : F01 → F01 îïðåäåëßåòñß àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â
ï. 2.2.2 äîêàçàíà
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Òåîðåìà 5 Êàæäîå îòîáðàæåíèå φ˜2, îïðåäåëåííîå íà ãîðèçîíòàëü-
íîì ñëîå y òêàíè W (p, q, p + q − 1), ßâëßåòñß àâòîìîðôèçìîì ñîîò-
âåòñòâóþùåé òêàíè W˜ (b, y), èíäóöèðîâàííîé íà ýòîì æå ñëîå, òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òêàíü W (p, q, p + q − 1) ßâëßåòñß òêàíüþ
WR(p, q).
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëß îòîáðàæåíèé φ˜1 (Òåîðåìà 6).
Â ï. 2.3.2 äîêàçàíà
Òåîðåìà 7 Àâòîìîðôèçìû φ˜2 òêàíè W˜ (b, y), èíäóöèðóåìîé òêàíüþ
WR(p, q) íà åå ïðîèçâîëüíîì ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå y, îáðàçóþò ãðóïïó,
òðàíçèòèâíî äåéñòâóþùóþ íà ýòîì ñëîå.
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëß àâòîìîðôèçìîâ φ˜1 òêàíè
W˜ (a, x) (Òåîðåìà 8).
Ñ ïîìîùüþ àâòîìîðôèçìîâ φ˜1 è φ˜2 â ï. 2.3.1 îïðåäåëåí ëîêàëü-
íûé äèôôåîìîðôèçì (φ1, φ2) ìíîãîîáðàçèß M, íåñóùåãî òðè-òêàíü
WR(p, q), íà ñåáß.
Ñðåäè (n + 1)-òêàíåé íàèáîëåå ïðîñòîé êëàññ îáðàçóþò òàê íàçû-
âàåìûå ïàðàëëåëèçóåìûå òêàíè. (n + 1)-òêàíü íàçûâàåòñß ïàðàëëåëè-
çóåìîé, åñëè îíà ýêâèâàëåíòíà òêàíè, îáðàçîâàííîé (n+ 1) ñëîåíèßìè
(n − 1)-ìåðíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé [14]. Ñîãëàñíî [14], ïàðàëëå-
ëèçóåìàß (n+1)-òêàíü õàðàêòåðèçóåòñß òåì, ÷òî ëþáàß åå òðè-ïîäòêàíü
ïàðàëëåëèçóåìà. Â ï. 2.4 äîêàçàíà
Òåîðåìà 9 (q+1)-òêàíü W˜ (b, y), ïîðîæäàåìàß òðè-òêàíüþ WR(p, q)
íà åå ïðîèçâîëüíîì ãîðèçîíòàëüíîì q-ìåðíîì ñëîå y, ïàðàëëåëèçóåìà.
Äëß òêàíåé W˜ (a, x) ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàß Òåîðåìà 10.
Ïðè p = 1, òî åñòü íà òðè-òêàíè W (1, q, q), òêàíè W˜ (a, x) íå ñó-
ùåñòâóþò, ïîñêîëüêó âåðòèêàëüíûå ñëîè îäíîìåðíûå. Ïîýòîìó ñëó÷àé
p = 1 ðàññìîòðåí îòäåëüíî â ï. 2.5. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 11 Îòîáðàæåíèß φ˜1 íà ïðîèçâîëüíîì âåðòèêàëüíîì ñëîå
òêàíèWR(1, q) (è òîëüêî òàêîé òêàíè) îáðàçóþò q-ïàðàìåòðè÷åñêóþ
ãðóïïó, òðàíçèòèâíî äåéñòâóþùóþ íà ýòîì ñëîå, è îïðåäåëßþòñß êî-
îðäèíàòíûì ãðóïïîèäîì ýòîé òêàíè.
Ýòîò ôàêò ïîçâîëßåò íàéòè âñå òêàíè WR(1, q), ïîðîæäàåìûå äåé-
ñòâèåì ãðóïïû Ëè íà îäíîìåðíîì ñëîå. Ïîñêîëüêó (ñì., íàïðèìåð, [15])
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ñóùåñòâóþò âñåãî òðè îäíîìåðíûå ãðóïïû Ëè ïðåîáðàçîâàíèé (îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêàß (ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ), äâóõïàðàìåòðè÷åñêàß (àô-
ôèííàß) è òðåõïàðàìåòðè÷åñêàß (ïðîåêòèâíàß)), òî, ñîîòâåòñòâåííî, è
òêàíåé WR(1, q) èìååòñß òîëüêî òðè òèïà:




Ôèçè÷åñêèå ñòðóêòóðû ðàíãà (2,2), (2,3) è (2,4), ñîîòâåòñòâóþùèå
ýòè òêàíßì, ïîëó÷åíû Ã.Ã. Ìèõàéëè÷åíêî â [19].
Â ï. 2.7 ïîêàçàíî, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàß òêàíü
W˜ (b, y) åñòü îäíà èç òêàíåé, ðàññìîòðåííûõ Â. Áëßøêå â [10]:
h1(u1u2 + u3u4) + h2(u1u3 + u4u2) + h3(u1u4 + u2u3) = 0,
(çäåñü u1, u2, u3, u4  ïàðàìåòðû ñëîåâ òêàíè, à h1, h2, h3  ïîñòîßííûå
âåëè÷èíû, ñâßçàííûå ñîîòíîøåíèåì h1 + h2 + h3 = 0). Äîêàçàíî, ÷òî
ýòà 4-òêàíü ïîðîæäàåòñß â òðåõìåðíîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå P 3
÷åòûðüìß ïó÷êàìè ïëîñêîñòåé, îñè êîòîðûõ ïîïàðíî ñêðåùèâàþòñß è
ïðèíàäëåæàò îäíîé êâàäðèêå (Òåîðåìà 12).
Â òðåòüåé ãëàâå íàéäåíû ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß òðè-òêàíè
W (p, q, p+ q − 1) îáùåãî âèäà:
dωa = ωb ∧ ωab + ωp ∧ ωap ,
dωp = ωp ∧Θp+qp+q + λauωa ∧ ωu + µaωa ∧Θp+q,
dωu = ωv ∧ ωuv + ωp+q ∧ ωup+q,
dωp+q = ωp+q ∧Θp+qp+q + λuaωu ∧ ωa + µuωu ∧Θp+q,




b − ωcb ∧ ωac , Ωap = dωap − ωbp ∧ ωab + ωap ∧Θp+qp+q, Ωp+qp+q = dΘp+qp+q,
Ωuv = dω
u
v − ωwv ∧ ωuw, Ωup+q = dωup+q − ωvp+q ∧ ωuv + ωup+q ∧Θp+qp+q
íàçûâàþòñß ôîðìàìè êðèâèçíû òðè-òêàíèW (p, q, p+q−1), à âåëè÷èíû
{λau, µa, µu} îáðàçóþò åå òåíçîð êðó÷åíèß [6]. Ñëîåíèß λ1, λ2 è λ3 ýòîé
òêàíè çàäàþòñß ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèßìè
λ1 : ωu = 0, ωp+q = 0; λ2 : ωa = 0, ωp = 0; λ3 : Θp+q ≡ ωp + ωp+q = 0.
Èçâåñòíî [2], ÷òî ôîðìû êðèâèçíû êëàññè÷åñêîé òðè-òêàíè Ðåéäå-
ìåéñòåðà R, îáðàçîâàííîé ñëîåíèßìè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè r, ìîãóò
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áûòü îäíîâðåìåííî ïðèâåäåíû ê íóëþ íà âñåì ìíîãîîáðàçèè M è îá-
ðàòíî: åñëè ôîðìû êðèâèçíû íåêîòîðîé òðè-òêàíè W (r, r, r) ïðèâîäßò-
ñß ê íóëþ, òî òàêàß òêàíü ßâëßåòñß òêàíüþ Ðåéäåìåéñòåðà. Ïîñêîëüêó
òêàíè WR(p, q) ßâëßþòñß, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, îáîáùåíèåì òêàíåé
R, òî, ñëåäóß êëàññè÷åñêîé òåîðèè, â ï. 3.3.1 ìû ðàññìàòðèâàåì òðè-
òêàíüW (p, q, p+q−1), ôîðìû êðèâèçíû êîòîðîé ðàâíû íóëþ. Ýòà òêàíü
îáîçíà÷åíà W 0(p, q, p+q−1). Èçó÷åíèå òêàíåé W 0(p, q, p+q−1) ñâßçû-
âàåòñß ñî ñâîéñòâàìè òåíçîðà êðó÷åíèß {λua, µa, µu} è åãî ïîäòåíçîðîâ.
Ïóòåì èíòåãðèðîâàíèß ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé òêàíåéW 0(p, q, p+q−1)
íàéäåíû êîíå÷íûå óðàâíåíèß íåêîòîðûõ òêàíåé (Òåîðåìà 13), â òîì
÷èñëå, òêàíåé òèïà WR(p, p) è WR(p, p+ 1), ñì. Òàáëèöó 2.
Òàáëèöà 2
Óðàâíåíèå òêàíè WR(p,q) Òåíçîðíàß õàðàêòåðèñòèêà
z = x1y1 + ...+ xpyp + xp+1 µu 6= 0, µa = 0
z = x1y1 + ...+ xpyp µu = µa 6= 0
z = x1y1 + ...+ xp−1yp−1 + xp + yp µu = µa = 0





















ãäå i = 1, q, α = 1, p. Èç ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ïðè θ
i
= 0 ïîëó÷àþòñß
ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèß (p+1)-òêàíè W˜ (a, x). Åå ñëîåíèß îïðåäåëßþòñß
óðàâíåíèßìè ϑ
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= 0. Ïðè ϑ
α
= 0 ïîëó÷àåì ñòðóê-
òóðíûå óðàâíåíèß (q+1)-òêàíè W˜ (b, y), ñëîåíèß êîòîðîé îïðåäåëßþòñß
óðàâíåíèßìè θ
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Â ï. 3.5.1 ïîêàçàíî, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå ïðîäîëæåíèß ñòðóêòóð-
íûõ óðàâíåíèé òðè-òêàíè WR(p, q) èìåþò âèä











(Òåîðåìà 14). Ïóòåì èíòåãðèðîâàíèß ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé òðè-òêàíè
WR(p, q) â ï. 3.5.2 ïîëó÷åíû êîíå÷íûå óðàâíåíèß âñåõ òêàíåé WR(p, q)
è ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèß íà òåíçîð êðó÷åíèß, ñì. Òàáëèöó 2.
Çàìåòèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèß ñîâïàäàþò ñ òåìè, êîòîðûå ïîëó÷åíû
ïóòåì èíòåãðèðîâàíèß ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé òêàíèW 0(p, q, p+q−1),
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ñì. Òåîðåìó 13. Â ï. 3.5.3 ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìû êðèâèçíû òðè-òêàíè
WR(p, q) ðàâíû íóëþ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäåëßåò ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ áèíàðíóþ ôèçè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ñì. [19] è [17].
Â Ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàåòñß ïðîèçâîëüíàß òðè-òêàíü W (p, q, r) ïðè
p ≤ q ≤ r. Â ï. 4.1 îïðåäåëåíà àëãåáðàè÷åñêàß îïåðàöèß (◦) (ïî àíàëîãèè
ñ îïðåäåëåíèåì êîîðäèíàòíîãî ìîíîèäà òðè-òêàíè W (p, q, p + q − 1)),
íàçâàííàß òàêæå êîîðäèíàòíûì ìîíîèäîì. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 15 Êîîðäèíàòíûé ìîíîèä µ(a,b)(◦) òðè-òêàíè W (p, q, r) ñó-
ùåñòâóåò òîëüêî äëß òêàíåé âèäà W (λl, λm, λ(l + m − 1)). Êîîðäè-
íàòíûé ìîíîèä òðè-òêàíè W (λl, λm, λ(l+m− 1)) ãëàâíîèçîòîïåí åå
êîîðäèíàòíîìó ãðóïïîèäó.
Äëß òêàíè W (λl, λm, λ(l + m − 1)) îáîáùàþòñß ïîíßòèß êîíôèãó-
ðàöèè Ðåéäåìåéñòåðà è òêàíè Ðåéäåìåéñòåðà (îíè îáîçíà÷åíû ñîîòâåò-
ñòâåííî R(λl, λm, λ(l +m − 1)) è WR(λl, λm, λ(l +m − 1))), ñì. ï. 4.2.
Äëß òêàíè WR(λl, λm, λ(l +m− 1)) îïðåäåëåíà ôóíêöèß
zl+1m+1 = C(zst, zsm+1, zl+1t),
ãäå zs¯t¯ = f(xs¯, yt¯)  ïàðàìåòðû íàêëîííûõ ñëîåâ, îáðàçóþùèõ êîíôè-
ãóðàöèþ R(λl, λm, λ(l + m − 1)), zs¯t¯ = (zξs¯t¯), s¯ = 1, l + 1, t¯ = 1,m+ 1,
ξ = 1, λ. Ôóíêöèß C = (Cξ) ßâëßåòñß îáîáùåíèåì ïîíßòèß ñåðäöåâèíû
òðè-òêàíèWR(p, q) è íàçâàíà òàêæå ñåðäöåâèíîé òðè-òêàíèWR(λl, λm,
λ(l+m− 1)) (ï. 4.3). Êàê è â ñëó÷àå òêàíè WR(p, q), ñåðäöåâèíà òêàíè
WR(λl, λm, λ(l + m − 1)) âïîëíå îïðåäåëßåò êîîðäèíàòíûé ãðóïïîèä
ýòîé òêàíè (Òåîðåìà 17), à ñóùåñòâîâàíèå ñåðäöåâèíû õàðàêòåðèçóåò
òêàíü WR(λl, λm, λ(l +m− 1)) (Òåîðåìà 16).
Â ï. 4.4 äîêàçàíî, ÷òî çàìûêàíèå îáîáùåííûõ êîíôèãóðàöèé Ðåéäå-
ìåéñòåðà íà òêàíèWR(λl, λm, λ(l+m−1)) ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ â
êàæäîì êîîðäèíàòíîì ìîíîèäå ýòîé òêàíè íåêîòîðîãî òîæäåñòâà, îáîá-
ùàþùåãî òîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè äëß êîîðäèíàòíîãî ìîíîèäà òðè-
òêàíè WR(p, q) (Òåîðåìà 18).
Â ïßòîé ãëàâå èçó÷àþòñß òðè-òêàíè, ïîðîæäàåìûå äåéñòâèåì ëî-
êàëüíîé ãëàäêîé q-ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû Ëè G íà ãëàäêîì p-ìåðíîì
ìíîãîîáðàçèè Y , òî åñòü òêàíè, îïðåäåëßåìûå ãëàäêèìè ôóíêöèßìè
f : G× Y → Y, z = f(a, y) ≡ a · y,
óäîâëåòâîðßþùèìè óñëîâèßì:
f(e, y) = y, f(a, f(b, y)) = f(φ(a, b), y),
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ãäå φ(a, b)  îïåðàöèß â ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïå G, à e  åäèíèöà ýòîé
ãðóïïû. Òàêàß òêàíü îáðàçîâàíà òðåìß ñëîåíèßìè
λ1 : a = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(a, y) = const
ðàçìåðíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî p, q è q íà ïðßìîì ïðîèçâåäåíèè
M = G× Y è îáîçíà÷åíà GW (p, q, q), ñì. ï. 5.1.4.
Â ï. 5.2 äîêàçàíî, ÷òî òêàíè GW (p, q, q) õàðàêòåðèçóþòñß çàìû-
êàíèåì íà íèõ îáîáùåííûõ êîíôèãóðàöèé Ðåéäåìåéñòåðà Rx0(1,m),
m = [q/p] (Òåîðåìà 21). Äëß òêàíè GW (p, q, q) îáîáùàåòñß ïîíßòèå
ñåðäöåâèíû, íåßâíî çàäàâàåìîé óðàâíåíèßìè
Φρ(z11, z12, ..., z1m+1; z21, z22, ..., z2m+1) = 0,
ãäå z11, z12, ..., z1m+1; z21, z22, ..., z2m+1  ïàðàìåòðû íàêëîííûõ ñëîåâ,
âõîäßùèõ â êîíôèãóðàöèþ Rx0(1,m), ρ = 1, (m+ 1)p− q, m = [q/p].
Â ï. 5.3 äîêàçàíà
Òåîðåìà 22 Ñåðäöåâèíà òðè-òêàíè GW (p, q, q), ïîðîæäàåìîé ãðóï-
ïîé Ëè ïðåîáðàçîâàíèé f : G× Y → Y , ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå
ϕρ(z11, z12, ..., z1m, z1m+1) = ϕρ(z21, z22, ..., z2m, z2m+1),
ãäå ϕρ  èíâàðèàíòû ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé, ρ = 1, (m+ 1)p− q,
m = [q/p].
Ýòîò ôàêò ïðîèëëþñòðèðîâàí â ï.ï. 5.4.2 è 5.4.3 íà ðàçëè÷íûõ ïðè-
ìåðàõ. Òàê, ñåðäöåâèíà òðè-òêàíè WR(1, 3), ïîðîæäàåìîé äåéñòâèåì
ïðîåêòèâíîé ãðóïïû íà ïðßìîé, ïðèâîäèòñß ê âèäó
(z11 − z12)(z13 − z14)
(z11 − z13)(z12 − z14) =
(z21 − z22)(z23 − z24)
(z21 − z23)(z22 − z24) .
(Çäåñü èíâàðèàíòîì ßâëßåòñß, êàê èçâåñòíî, ñëîæíîå îòíîøåíèå ÷åòû-
ðåõ òî÷åê).
Â ï. 5.4.2 ïîêàçàíî, ÷òî ñåðäöåâèíà òêàíè GW (p,mp,mp), äîïóñêàþ-
ùåé êîîðäèíàòíûé ìîíîèä z = (u1, u2, ..., um) ◦ v, ìîæåò áûòü çàïèñàíà
â âèäå p óðàâíåíèé
(z11, z12, ..., z1m)/z1m+1 = (z21, z22, ..., z2m)/z2m+1,
ãäå ”/”  ïðàâàß îáðàòíàß îïåðàöèß äëß (◦). Â ÷àñòíîñòè, ïðè m = 1
ïîëó÷àåòñß êëàññè÷åñêàß ãðóïïîâàß òðè-òêàíü W (p, p, p), ïîðîæäàåìàß
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p-ìåðíîé ãðóïïîé G [1]. Ñåðäöåâèíà òàêîé òêàíè îïðåäåëßåòñß òàêæå p
óðàâíåíèßìè âèäà z11/z12 = z21/z22.
Â ï. 5.5 îïèñàíû òðè-òêàíè, ïîðîæäàåìûå àôôèííîé è ïðîåêòèâíîé
ãðóïïàìè íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Äëß êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï
íàéäåíû ìíîãîòî÷å÷íûå èíâàðèàíòû, à ñåðäöåâèíà ñîîòâåòñòâóþùåé
òêàíè çàïèñàíà â âèäå ðàâåíñòâà èíâàðèàíòîâ.
Â ï. 5.6 îïèñàíî âëîæåíèå òêàíè GW (p, q, q) â òðè-òêàíü W (q, q, q),
ïîðîæäàåìóþ ïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïîé G. Â ï. 5.7 ïîêàçàíî, êàê íà-
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i, j, k, ... = 1, q. Çäåñü ωi  èíâàðèàíòíûå ôîðìû ãðóïïû Ëè G, cijk 
åå ñòðóêòóðíûé òåíçîð, óäîâëåòâîðßþùèé òîæäåñòâó ßêîáè. Ñëîåíèß
òêàíè GW (p, q, q) îïðåäåëßþòñß óðàâíåíèßìè
λ˜1 : ω¯
1
i = 0; λ˜2 : ω¯
2







Ýòèì ìåòîäîì íàéäåíû òðè-òêàíè, îïðåäåëßåìûå àôôèííîé è ïðîåê-
òèâíîé ãðóïïàìè íà ïðßìîé, à òàêæå ãðóïïîé äâèæåíèé è óíèìîäóëßð-
íîé ãðóïïîé íà ïëîñêîñòè.
Â øåñòîé ãëàâå ââîäèòñß ïîíßòèå ëîêàëüíîé ãëàäêîé ëåâîé êâàçè-
ãðóïïû Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé è èçó÷àåòñß ìíîãîìåðíàß òðè-òêàíü, ïî-
ðîæäåííàß äåéñòâèåì ýòîé êâàçèãðóïïû. Êâàçèãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
îïðåäåëßåòñß êàê äåéñòâèå ëîêàëüíîé ãëàäêîé q-ìåðíîé êâàçèãðóïïû
Q(∗) íà ãëàäêîì p-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè Y (p ≤ q) è çàïèñûâàåòñß â
âèäå
f : Q× Y → Y, z = f(a, y).
Ôóíêöèß f ðàññìàòðèâàåòñß ñ òî÷íîñòüþ äî èçîòîïè÷åñêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé, ïðè÷åì â íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ðàíãè ìàòðèö
(∂f/∂a) è (∂f/∂y) ïðåäïîëàãàþòñß ìàêñèìàëüíûìè â êàæäîé òî÷êå îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèß. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëßåò ñâßçàòü ñ êâàçèãðóïïîé
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ïðåîáðàçîâàíèé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò  íåêîòîðóþ òðè-òêàíü, îáðà-
çîâàííóþ íà ïðßìîì ïðîèçâåäåíèè M = Q× Y òðåìß ñëîåíèßìè
λ1 : a = const, λ2 : y = const, λ3 : z = f(a, y) = const
ðàçìåðíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî p, q è q, ñì. ï. 6.1.1. Ýòà òêàíü îáîçíà÷åíà
QW (p, q, q), à ôóíêöèß f íàçâàíà åå êîîðäèíàòíûì ãðóïïîèäîì.
Â ï. 6.1.2 ðàññìàòðèâàåòñß êâàçèãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâî-
ðßþùàß òîæäåñòâó
f(a, f−1(b, f(a, y))) = f(a ∗ b, y), a, b ∈ Q, y ∈ Y.
Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîìó òîæäåñòâó íà òêàíè QW (p, q, q) ñîîòâåòñòâóåò êîí-
ôèãóðàöèß, àíàëîãè÷íàß ëåâîé êîíôèãóðàöèè Áîëà Bl, ñì. ðèñ. 2. Ïî-
ýòîìó ãðóïïîèä f , óäîâëåòâîðßþùèé äàííîìó óñëîâèþ, íàçâàí êâàçè-
ãðóïïîé Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé. Êâàçèãðóïïà Q(∗) íàçâàíà (ïî àíàëîãèè
ñ òåîðèåé ãðóïï Ëè ïðåîáðàçîâàíèé) ïàðàìåòðè÷åñêîé êâàçèãðóïïîé
êâàçèãðóïïû Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé. Â ï. 6.1.2 ïîêàçàíî, ÷òî êâàçèãðóï-
ïà Q(∗) èçîòîïíà ëåâîé ëóïå Áîëà.
Òðè-òêàíü QW (p, q, q), ïîðîæäåííàß êâàçèãðóïïîé Áîëà ïðåîáðàçî-
âàíèé, íàçâàíà ëåâîé òêàíüþ Áîëà è îáîçíà÷åíà Bl(p, q, q). Â ï. 6.1.3 ïî-
êàçàíî, ÷òî îïåðàöèß (∗) èíäóöèðóåò íà ìíîãîîáðàçèè òêàíè Bl(p, q, q)
íåêîòîðûé àâòîìîðôèçì ýòîé òêàíè, ïðè êîòîðîì âåðòèêàëüíûå ñëîè
òêàíè ïåðåõîäßò â âåðòèêàëüíûå, à ãîðèçîíòàëüíûå è íàêëîííûå ñëîè
òêàíè ìåíßþòñß ìåñòàìè.
Â ï. 6.2 ââîäèòñß ïîíßòèå îáîáùåííîé ëåâîé êîíôèãóðàöèè Áîëà
Bl(1,m) íà òðè-òêàíè W (p, q, q). Äîêàçàíî, ÷òî çàìûêàíèå êîíôèãóðà-
öèé Bl(1,m) õàðàêòåðèçóåò òðè-òêàíü Bl(p, q, q) (Òåîðåìà 28). Â êîîðäè-
íàòíîì ìîíîèäå òêàíè Bl(p,mp,mp) (ïðè äðóãèõ ðàçìåðíîñòßõ ìîíîèä
íå ñóùåñòâóåò, ñì. Òåîðåìó 15) íàéäåíî òîæäåñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå
çàìûêàíèþ íà ýòîé òêàíè îáîáùåííûõ êîíôèãóðàöèé Áîëà Bl(1,m). Â
ï. 6.3 äîêàçàíà
Òåîðåìà 29 Ïóñòü u1, u2, ..., um è v  ïðîèçâîëüíûå íàêëîííûå ñëîè
òðè-òêàíè W (p,mp,mp). Òêàíü W (p,mp,mp) áóäåò òêàíüþ
Bl(p,mp,mp) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîì åå êîîðäèíàòíîì
ìîíîèäå µ(a,b)(◦) âûïîëíßåòñß ñëåäóþùåå òîæäåñòâî
((u1, ..., um) ◦ u1, ..., (u1, ..., um) ◦ um) ◦ v = (u1, .., um) ◦ ((u1, .., um) ◦ v).
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Ýòî òîæäåñòâî íàçâàíî òîæäåñòâîì îáîáùåííîé àëüòåðíàòèâíîñòè, ïî-
ñêîëüêó ïðè m = 1 îíî îáðàùàåòñß â îáû÷íîå òîæäåñòâî ëåâîé àëüòåð-
íàòèâíîñòè (u◦u)◦v = u◦ (u◦v), êîòîðîå âûïîëíßåòñß â êîîðäèíàòíûõ
ëóïàõ òðè-òêàíè Áîëà Bl, îáðàçîâàííîé ñëîåíèßìè îäèíàêîâîé ðàçìåð-
íîñòè.
Â ï. 6.4.2 äîêàçàíî, ÷òî åñëè òêàíèW (p, q, q) è W˜ (p, q, q) ýêâèâàëåíò-
íû, òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåïåðàõ èõ òåíçîðû êðó÷åíèß è êðèâèçíû
ñîâïàäàþò (Òåîðåìà 30). Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå (Òåîðå-
ìà 31), îáîáùàþùåå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò êëàññè÷åñêîé òåîðèè, ñì.
[7].
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β ∧ ωαβ = 0,





β ∧ ωαβ = 0,
ãäå bαβ(γδ) = 0, buv(βγ) = 0, buα(βγ) = 0, (Òåîðåìà 32).
Â ï. 6.6 íàéäåíû êîíå÷íûå óðàâíåíèß íåêîòîðîé òêàíè Bl(2, 3, 3)
ïóòåì èíòåãðèðîâàíèß åå ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé ñ åäèíñòâåííîé îò-
ëè÷íîé îò íóëß êîìïîíåíòîé òåíçîðà êðèâèçíû b1223:
z1 = x1 + y1 − x3y2(x2 + y2),
z2 = x2 + y2.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäíèå óðàâíåíèß îïðåäåëßþò òðåõïàðàìåòðè÷å-
ñêóþ êâàçèãðóïïó Áîëà ïðåîáðàçîâàíèé íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ñ
ïàðàìåòðè÷åñêîé êâàçèãðóïïîé
c1 = 2a1 − b1 − (a2 − b2)(a2(a3 − b3) + a3(a2 − b2)),
c2 = 2a2 − b2,
c3 = 2a3 − b3,
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ïðè÷åì ëåâàß îáðàòíàß êâàçèãðóïïà ïîñëåäíåé èçîòîïíà ñðåäíåé ëóïå
Áîëà Bm, óðàâíåíèß êîòîðîé íàéäåíû èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé â [22].
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